Lasningsforslag til Geometri 1.-6. klasse

Bemark, at vi benytter betegnelsen gvelser som en meget bred betegnelse. Derfor er der ogsa nogle
af vores gvelser, der neermer sig kategorien ‘undersggelser’, dem giver vi som oftest ikke
lgsningsforslag til, ligesom svar til kategorien ‘overvej-diskuter’ ikke giver megen mening.

Kapitel 1 Eksperimentel geometri
Dvelse 1

3) Der er uendeligt mange lgsninger. Den viste er fundet ved at afsette et linjestykke AB pa 20 cm,
tegne en cirkel med centrum i B og radius 17 cm, tegne en cirkel med centrum i A og radius 5 cm.
Dernaest bestemmes to punkter C og D pa de to cirkelperiferier, hvor afstanden er 10 cm, idet man
veelger D pa den lille cirkel og bruger D som centrum for en cirkel med radius 10 cm, som skerer
den store cirkel i C.




Dvelse 2

5) Linjestykket AB lig 100 mm afseettes, og vinkel A lig 60° afsettes. Vinklens venstre ben
forleenges til skaering med en cirkel, der har centrum i B og radius 94 mm, hvorved skarings-
punkterne C og D fremkommer. Altsa er der to lgsninger.

Undersggelse 3

1) Gardejerne sgger et punkt P med samme afstand til alle gardene A, B og C. Da punktet P skal
have lige stor afstand til A og B, ma det ligge pa midtnormalen for AB og tilsvarende for de gvrige
siders midtnormaler. P er derfor skeringspunktet mellem midtnormalerne til linjestykkerne AB, BC
og AC. Der er altsa kun ét punkt med den sggte egenskab, nar man ser strengt geometrisk pa det.

Spargsmalet er imidlertid, om denne Igsning er den smarteste. Det kunne vaere billigere at minimere
den samlede ragrleengde hen til brgnden, altsa AP + BP + CP, og dette ville give en anden placering,
som man kan eksperimentere sig frem til ved at tegne og male (eller ved at bruge malefunktionen i
et geometrisk tegneprogram) og sa flytte P rundt, indtil man far den mindste veerdi for AP + BP +
CP. Det viser sig, at positionen udmarker sig ved, at vinklerne mellem de fra P udlgbende rer er
lige store og altsa 120°.

2) Greaenserne for den enkeltes arbejdsmark udgares af midtnormalerne til linjestykkerne AB, BC og
AC.



Dvelse 3

Vi afsetter farst vinkel A med sine to ben, AB pa 6 og AD pa 2%. Med hhv. D og B som centrum
tegnes to cirkler med radier hhv. 6% og 5. Hvor de skerer hinanden findes punktet C:

@Dvelse 4




@velse 5

1) Linjen c tegnes. Punktet C afsattes i en afstand pa 10 cm fra c. Hgjden h, afsattes.

Med centrum i C og radius 12 cm tegnes en cirkel. Skaringspunkterne med c betegnes A og A’.
Tilsvarende tegnes en cirkel med centrum i C og radius 14 cm. Skaringspunkterne med c betegnes
BogB’.

Der er saledes fire lgsninger: AABC, aAB'C, aA'B'C og aA'BC, de er dog to og to kongruente.

5) Inspireret af at h, er lig 10 cm tegnes to parallelle linjer med afstand 10 cm, den nederste kaldes
a. Pa den gverste vaelges et punkt som A. Med A som centrum og radius 12 cm tegnes en cirkel,
denne skeerer a i to punkter, M og M’, det giver to lgsninger, her viser vi kun den ene.
Skeringspunktet M udggr midtpunkt pa BC.

Om B og C ved vi kun, at de skal ligge pa a. Men vi ved, at den omskrevne cirkel har midt-
normalernes skaeringspunkt som centrum, derfor tegnes midtnormalen n til BC. For at finde centrum
for den omskrevne cirkel tegnes en cirkel med centrum i A og radius 8 cm. Cirklen skerer n i to
punkter D og E, et af disse udger centrum. E kan ikke bruges, da en cirkel med radius 8 cm og
centrum i E ikke kan na a, hvor B og C skal ligge, altsa er D centrum.



Med centrum i D og radius 8 cm tegnes en cirkel, hvor denne skearer a, har vi B og C.

Havde vi benyttet M” havde vi faet en hermed kongruent trekant.




Kapitel 2 Lokalisering, afstand og beveegelse

Dvelse 4

1) c=+/a’ +b? = /6% +82 =100 =10

2) a=~/c? +b? =~/262 + 242 =100 =10

3) og 4) |AB| = 10. Tegn situationen og find en passende retvinklet trekant med kateter 6 og 8.

@velse 5

|AC| = |AB| = 3 - (-7) = 10. Hgjden h i den ligesidede trekant findes ved hjelp af Pythagoras’
seetning: h? +52 =10> = h =5+/3 =8,6603. S& C far de pa figuren angivne koordinater.
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@velse 6

C=(7,3)

D = (4,7).

Sideleengden = \/(0—4)2 +(3-0)* =5.

Diagonallengden = \/(4—3)2 +(0-7)? =50 =52

Dvelse 7

Formlen bliver \/(X1 —%,)2 + (Y.~ ¥,)°

@velse 10

For at finde koordinatudtrykket for vektoren AB skal vi ifglge teorien gverst p& side 677
parallelforskyde AB , s& startpunktet for AB falder i (0,0). Dette kan man gare ved at traekke X, fra
farstekoordinaten og y, fra andenkoordinaten i de to punkter A(x,Y,) og B(X,,Y,). Herved far det

nye endepunkt B' Kkoordinaterne (x,—x,Yy,—Y,). Det betyder, at AB har koordinaterne
(Xz —Xn Y, — y1) :

@velse 13
1) Tur A og tur C bringer os hjem igen.

2) Hvis man adderer alle x-koordinaterne og far 0 som resultat samt alle y-koordinaterne og
ligeledes far 0 som resultatet, sa farer turen tilbage til udgangspunktet. Det er, fordi vektorer
adderes ved at addere x-koordinaterne for sig og y-koordinaterne for sig. Fx

(3,6) + (=7,4) = (3+ (=7),6+ 4) = (-4,10)



Dvelse 14

Efter 20 minutter er han naet % ud af vektoren (3,4), dvs. naet ud til begyndelsespunktet plus % af
vektoren (3,4): 1-3,54 = 1,i , altsé til (-5, —2)+(1,£) :(—4,—3}
3 3 3 3 3

Efter en halv time er han kommet til begyndelsespunktet plus det halve af vektoren (3,4):
1'3,1-4 = E,Z , altsa til (-5,-2) + E,z - _110 '
2 2 2 2 2

Efter to timer er han kommet dobbelt sa langt, altsa begyndelsespunktet plus 2 gange vektoren
(34): (2-3,2-4)=(6,8), altsd til (-5,-2)+(6,8)=(16)

Generelt kan vi se, at til tiden t er han naet til begyndelsespunktet plus vektoren (3t, 4t), saledes at
svar nr. 2 er det korrekte.

@velse 15

En behagelighed ved denne tur er at Ali kommer hjem igen, idet
P(0)=(-5+0,-2-0)=(4-9,10-12) = P(3)..

Skal man afggre, om han pa noget tidspunkt gar hurtigere end 5 km i timen, skal man se pa
koefficienterne til t pa de to koordinater. | intervallet [1,2] ser vi, at der star hhv. —t og 5t, hvilket
betyder, at han pa en time bevager sig 1 km (tilbage) i x-aksens retning og 5 km opad i y-aksens
retning, hvilket klart sammenlagt giver mere end 5 km — dog ikke 6, idet han jo bevager sig direkte

0g ruten beregnes ved Pythagoras’ satning til v5° +1° = V26 > 5kmit



Kapitel 3 Undersggelser af rumlige figurer

Her er ingen forslag til besvarelser, da gvelserne i den grad er en opfordring til selv at undersgge.
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Kapitel 4 Bevisfgrelse i geometri

Dvelse 1

En mulig udleegning er, at den direkte vej, linjestykket, mellem to punkter aldrig er leengere end
summen af de to afstande man far ved at “ga” via et tredje punkt.

Dvelse 2

1) Vi antager, at | er parallel med m, og m er parallel med n. Vi skal vise, at | er parallel med n. Det
ger vi med et indirekte bevis.

Vi antager, at | skeerer n i et punkt P. Gennem punktet P har vi nu ifglge det forudsatte to linjer, der
er parallelle med m, men ifglge aksiom 3 kan der igennem punktet P kun treekkes en linje parallel
med m. Altsa er | lig med n. Vi har hermed vist, at enten er | parallel med n eller ogsa er | lig med n,
og sa er de ogsa parallelle (definition 3).

2) Det er ikke noget bevis inden for den Euklidiske ramme, fordi det ikke bygger pa definitioner,
aksiomer og setninger, vi allerede har vist, men derimod bygger pa noget, vi af anden vej ved om
parallelle linjer.

@Dvelse 3

Formlen kan findes ved at dele n-kanten op i (n—2) trekanter. Man far vinkelsummen (n-2) -180°

Dvelse 4

1) «£C og nabovinklen z udger tilsammen to rette Vi ved ogsa, at ZA+ ZB+ £C ogsa er to rette. Vi
har altsa i kort notation: z + C = A + B + C. Ifglge den 3. almene lov ma vi gerne traekke det samme
fra pa hver side, og vi ender med z = A + B, hvilket skulle bevises.

2) Det er ikke nok oplysninger til at bestemme alle tre vinkler.

3) Oplysningerne giver tre ligninger: B + C = 100; A+ C =150 og A + B = 90. Lases disse
ligninger fas A = 70, B = 20 og C = 80. Men det kan ikke lade sig gare. Den samlede vinkelsum
bliver kun 170. Trekanten eksisterer altsa ikke.
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@velse 6

A C

Trekant ADE er ligebenet, sa vinklerne kan bestemmes ud fra v.
Trekant ADC er ogsa ligebenet, sa vinklerne kan ogsa udtrykkes ved v.

I alt bliver 5v =180, v = 36°, og det tre vinkler i trekanten er 72°, 36 og 72°.

Dvelse 7

Den omvendte setning ma hedde: Hvis en trekant ABC har £ A= /B, sa er trekanten ligebenet,
altsd AC = CB.

Bevis (tegn selv):

Vi tegner vinkelhalveringslinjen CM i trekanten, de to trekanter CAM og CMB er kongruente, fordi
de har to vinkler og dermed ogsa den tredje vinkel parvis lige store, og de har CM falles. Altsa er
AC = CB, hvilket skulle vises.

Alternativ:

Hvis man ikke er helt fortrolig med at bruge kongruensseatninger, kan man klare sig med et
spejlingsargument, hvor man spejler trekanten i midtnormalen til AB. Men her har man i farste
omfang det problem, at man ikke kan vide, om midtnormalen gar gennem C. Det kan man dog ret
hurtigt argumentere for.

@velse 10
Der ligger en dobbeltpastand i s&tningen, som ofte overses:
1) Hvis et punkt P ligger pa midtnormalen, sa er [PA| = |PB|, og

2) Hvis et punkt P har egenskaben |PA| = |PB|, sa ligger P pa midtnormalen.

For at kunne komme i gang med beviserne for disse to pastande, ma vi lige repetere, at
midtnormalen for AB pr definition er den vinkelrette pa midtpunktet for linjestykket AB. For at
understrege at beviser bygger pa reesonnementer, praesenterer vi beviset uden tegninger, men
opfordrer laeseren til selv at fa stette fra tegninger, hvis det bliver nadvendigt for at falge
tankegangen.
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Bevis for 1) Vi viser at hvis et punkt P ligger pa midtnormalen, sa er |PA| = |PB|. Vi tegner farst
stykket AB, midtpunktet M og lader linjen m veere vinkelret pa AB i punktet M, og dermed er m altsa
midtnormal til AB. Vi lader P veere et punkt pa m og tegner PA og PB, sa der opstar to trekanter
PMA og PMB. Disse to trekanter er kongruente ifglge K3, idet [MA| = |[MB|, |PM| = |PM|, og den
mellemliggende vinkel ved M i begge trekanter er ret. Derfor er ogsa |PA| = |PB].

Bevis for 2) Vi vil altsa vise, at hvis et punkt P har egenskaben |PA| = |PB|, sa ligger P pa midt-
normalen.

Lad os tegne AB og punktet P samt linjestykkerne PA og PB. | udgangspunktet ved vi blot, at |PA| =
|PB|, men ved anvendelse af sa&tning 3 ved vi 0gsa, at vinklerne ved grundlinjen i denne ligebenede
trekant er lige store. Vi nedfalder nu den vinkelrette fra P pa linjestykket AB — lad os sige den
ender i punktet N. Sa er trekant PNA kongruent med trekant PNB.

For hver af trekanterne har en ret vinkel, og vi har netop set, at de har ‘vinklerne ved grundlinjen’
lige store. Det leegger op til, at vi kan bruge K2, hvis vi bare kan finde en side, som er lige stor i de
to trekanter. Men her vil PM vare et indlysende valg, da denne side er falles for de to trekanter. Sa
de er kongruente, og dermed geelder ogsa, at [NA| = [NB|, sa N er midtpunkt, hvilket sasmmenholdt
med de rette vinkler betyder, at linjen gennem N og P er midtnormal. P ligger altsa pa
midtnormalen.

@velse 11

Vi fortsaetter gvelsen i at lave beviser uden tegninger. Men vi forestiller os trekant ABC tegnet og
ligeledes to af midtnormalerne n og m for hhv. AB og BC. Lad P vare skeringspunktet for n og m.

Da P ligger pa n, geelder ifglge satning 4, at |PA| = |PB|. Men P ligger ogsa pa m, hvilket pa samme
made betyder, at |PB| = |PC]|.

Kombineres de to ligheder fas |PA| = |PC|, hvilket betyder, at P ligger pa midtnormalen til AC. P er
altsa det feelles skaeringspunkt for alle tre midtnormaler. Ved at kombinere lighederne ses, at |PA| =
|PB| = |PC|. Kaldes denne starrelse for r, ses at en cirkel med centrum i P og radius r vil ga lige
akkurat gennem alle trekantens hjgrner.

@Dvelse 12

| udgangspunktet har vi et parallelogram, altsa en firkant ABCD med modstaende sider parallelle,

og Vi vil bevise, at de modstaende sider ogsa er lige store. Fordi trekanter er det eneste, vi faktisk

ved noget om i den teori, vi har opbygget, tegnes diagonalen AC, der giver os to trekanter ABC og
ADC at resonnere ud fra. Da vi har en del parallelle linjer giver aksiom 4 (om at ensliggende

vinkler ved sadanne er lige store) os nogle lige store vinkler: BCA = CAD og CAB = ACD . Da

endvidere siden AC er faelles for de to trekanter, kan vi ved hjeelp af K2 konkludere, at de to
trekanter er kongruente. Det betyder specielt, at de gvrige sider ogsa er parvis lige store. |AB| = |CD|
og |BC| = |AD|, hvilket skulle vises.



Kapitel 5 Elementer af geometriens didaktik

Ingen lgsningsforslag
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Kapitel 6 Maling i indskolingen —om at bestemme laengder

Vi giver principielt ngdig svarforslag til undersggelser, men hvis ikke du kan fa hul pa
undersggelsel kunne du starte med regnestykket (1+2+3+4+5+6+7+8+9+10):2

14
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Kapitel 7 Maling og Areal
@velse 6

1) Vi har et kvadrat med areal 257 m?. Fra s&tning 5 (der siger, at forstarres alle sidelengder i en
polygon med en faktor f, s bliver arealet f®gang sé stort) har vi, at hvis omkredsen fordobles, sa
bliver arealet 2° gang sd stort, altsa 4 - 257 m? = 1028 m?.

2) Hvis sportspladsen er blevet forstgrret med samme faktor pa leengde og bredde, kan vi tillade os
at anvende s@tning 5. Da arealet er blevet firdoblet og da 4 = 2%, mé der vare tale om en linear
forstarrelse med en faktor 2. Omkredsen er saledes blevet 1800 meter.

Men her er virkelig tale om et skan, fordi vi ikke ved noget om, hvordan sportspladsen er blevet
stgrre. Hvis man nysgerrigt falger dette spor, sa skifter opgaven karakter af en gvelse til en
undersggelse. Undersggelsen vil vise, at hvis sportspladsen af en eller anden markelig grund fra
starten var meget lang og smal, sa ville omkredsens vakst afhenge meget af om den nye
sportsplads blev lavet ved at legge fire af de gamle i forlengelse af hinanden eller ved siden af
hinanden langs de lange sider. Teoretisk set kan man herved, pa den ene side fa at omkredsen kun
vokser ganske lidt, og pa den anden at den vokser med en faktor tzt pa fire ligesom arealet.

3) Hvis sidelengderne i rektanglet valges til hhv. 99,9 m og 0,1 m bliver arealet = (99,9 - 0,1) m® =
9,99 m?, altsd kan arealet blive mindre end 10 m%

Det starste areal, som et rektangel med en omkreds pa 200 m kan fa, er, nar rektanglet har form som
et kvadrat med sideleengden 50 m, hvor arealet = (50 - 50) m? = 2500 m?, altsd kan arealet ikke
bliver starre end 5000 m?.

4) Dette er et spgrgsmal, der har optaget matematikerne siden den graeske oldtid, og problemet har
navn efter et gammelt sagn: Didos problem, men kaldes ogsa det isoperimetriske problem. Det
drejer sig om, hvor meget areal man kan omslutte med en lukket snor med given leengde.

Det er nemt nok at se, at arealet kan blive meget lille, hvis man traekker snoren ud til en dobbelt
linje. Sa det udfordrende problem i denne forbindelse er, at fa arealet sa stort som muligt. Vi har
ovenfor navnt, at hvis formen skal veere rektangular, sa har kvadratet den optimale form.

Men hvad nu hvis det skal veere en trekant, en femkant, eller hvis der slet ikke er krav til formen. En
ledetrad i problemets udvikling har varet, at det ser ud til, at arealet bliver starre jo mere symmetri,
der er i figuren.

Vi vil ikke gdelegge den forngjelse, der er i at prgve krefter med noget, det har taget
menneskeheden omkring 2000 ar at fa rede pa, men vil give et kort svar pa spargsmalet i opgaven:
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Svar: Ja, der er den sammenhang, at en figur med omkreds L har et areal A, der tilfredsstiller ulig-
2

L . .
heden: 0< A< e Men arealet kan antage alle veerdier derimellem.
VA

@Dvelse 8

Hvis man tegner en skitse af situationen bliver det klart, at du, som lgber i et spor, kommer til at
Igbe ad en lengere bane end din makker i sporet lige ved siden af dig, altsa et spor leengere inde. Pa
langsiderne lgber I lige langt, men du kommer alt i alt til at lgbe i en cirkel med 1,2 meter starre
radius, hvilket giver en tur, der er 2zr =27 -1,2 =7,54 meter, hvorfor din startstreg bar vaere 7,54

meter leengere fremme end hos din makker i sidesporet.
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Kapitel 8 Rumfang

@Dvelse 6

P N /A
L ¥ R %\/

r =+/R*—x* arealet af tvaersnitscirklen i hgjden x er derfor nr® = - (R* - x%).

I cylinderen er der et tvaersnitsareal mellem keglen og cylinderen p& n-R* —n-x* =1t-(R* = X?).
Den halve kugles rumfang og rumfanget af cylinderen fratrukket keglen er derfor ens.
Cylinder — kegle = n-R*-R-iR-n-R*=2n-R®

Kuglens rumfang er derfor 2-2n-R*=4x-R®.

Opsamling pa kapitel 8

2a) Lastbilen har et lovligt rumfang pa 12,375 kubikmeter, mens rumfanget af siloen er
15- 7 - 3% = 424,115 kubikmeter. Maler vi, hvor mange gange lastbilens rumfang gar op i siloens

rumfang, finder vi, at der er behov for 34,27 ture med lastbilen, hvor man sa ma runde op eller ned,
alt efter hvor lovlig og sikkerhedsbevidst man er.

2b) Det samlede rumfang der transporteres bort med de 55 vogne, er
55-(%-(0,7+1,4)-1-3) =173, 25 kubikmeter eller 40,8% af siloens rumfang, hvorfor denne ogsa ma

falde ca. 40,8 % i kornhgjde, altsa 6 meter og 12 centimeter.

2¢) Oplysningen om kegler er utilstreekkelig, men det er diameteren af grundfladen, der er 12 meter.
Huvis vi kalder den ukendte hgjde for h, f&s rumfanget af kornkeglen til 4-h-z-6° =37,7h. Hvis

det skal vere lig med den fulde silos rumfang pa 424,115, finder vi h =11, 25 meter.



Kapitel 9 Tegning af model

Ingen lgsningsforslag
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Kapitel 10 Flytninger, eksperiment og argument

@Dvelse 1

Cl

Omdrejningspunktet findes som skaeringen mellem midtnormalerne til BB’ og CC. Vinklen kan
males som vinkel BOB’.

Undersggelse 3

Ved at spejle en figur to gange efter hinanden i parallelle linjer parallelforskyder man figuren
vinkelret pa linjerne og med den dobbelte lengde af afstanden mellem linjerne.

Undersggelse 4

Ved spejle en figur to gange efter hinanden i linjer, der skaerer hinanden far man en drejning af

figuren omkring linjernes skaringspunkt. Drejningsvinklen er den dobbelte af vinklen mellem
linjerne.



Dvelse 2

Sm(T)

s(T)

sn(T)

sm{s(T))

/

Smisn(T))
Sn(sm(T))

/

sn(sk(T))
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si{sm(T))

s, o, er en drejning pa 180 grader om de to linjers skearingspunkt.
S, °S, eren parallelforskydning.

S, ©S,, er en parallelforskydning med samme leengde men modsat retning af s, s, .

@velse 3

s, os, drejning pa 180 grader om linjernes skaringspunkt.
s, oS, drejning pa 120 grader med uret om linjernes skaringspunk.

s, oS, drejning pa 120 grader mod uret om linjernes skaringspunkt.

Undersggelse 5
Hvis de tre linjer er parallelle eller skaerer hinanden i et punkt, er resultatet en enkeltspejling.

Hvis linjerne ligger helt tilfeeldigt er resultatet en sakaldt glidespejling (se mere i gvelse 5)

@Dvelse 5

Der er ikke tale om en spejling her og heller ikke en parallelforskydning. Men der kan heller ikke
veere tale om en drejning, da omlgbsretningen i trekanten er anderledes i billedtrekanten end i den
oprindelige. Der er altsa tale om en ny slags flytning.

Flytningen er en sakaldt glidespejling. A parallelforskydes ferst mod hgjre, hvorefter den spejles
over i B.
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@velse 6

Ja, ordet “glidespejling” synes rimeligt at anvende, da resultatet fremkommer ved forst at glide langs
j og derefter spejle i j. Man kan ogsa fa samme resultat med operationerne i omvendt raekkefalge,
men har altsa forkastet ordet ‘spejleglidning’.

Dvelse 7

f, er en parallelforskydning med to gange |AD| mod venstre.
f, er en parallelforskydning med to gange |AB| nedad.

f,er en drejning pa 180 grader om O.

f, er en drejning pa 90 grader mod uret om A.

f.en drejning pa 180 grader om A.

f.er en glidespejling.

f,er en ikke en glidespejling, men en ren spejling i n — uden glidning.
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Kapitel 11 Symmetrier og mgnstre
Dvelse 2

1. Preeciseringerne vil sikkert omfatte fglgende:

e Ved at spejle en figur to gange efter hinanden i parallelle linjer parallelforskyder man
figuren vinkelret pa linjerne og med den dobbelte lzengde af afstanden mellem linjerne.

e Ved spejle en figur to gange efter hinanden i linjer, der skeerer hinanden, far man en
drejning af figuren omkring linjernes skaringspunkt. Drejningsvinklen er den dobbelte af
vinklen mellem linjerne.

e Ved spejle en figur tre gange efter hinanden i linjer far man,
hvis de tre linjer er parallelle eller skeerer hinanden i et punkt, en enkeltspejling.
hvis linjerne ligger helt tilfeeldigt, en sakaldt glidespejling.

2. | “opdagelsen” af, at vinkelsummen i enhver trekant er 180 grader, kunne vi tegne en trekant og
bede programmet udregne vinkelsummen, hvorefter vi kunne lave tusindvis af andre trekanter ved
at flytte rundt pa hjernerne i den farste og samtidig observere, at vinkelsummen hele tiden var 180
grader.

Pa begge de centrale punkter star vi uden hjalp, nar det drejer sig om Leonardos s&tning. Vi kan
ikke bare traekke i en vilkarlig figur for at 3 dannet et reprasentativt udsnit af tusindvis af figurer®,
og vi har ikke en applikation i programmet, der kan udregne symmetrigruppen for en given figur.

! 0g i det omfang vi kan, som fx ved at rive i hjgrnet i et kvadrat, bliver de nye figurer vi far lavet som oftest
usymmetriske og derfor uinteressante i vor nye sammenhang.
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Dvelse 3

Idet vi observerer, at stjernen i sig selv har stgrre symmetri, nemlig Ds. Det taoistiske symbol har en
drejning pa 180 grader, sa selv om farverne ikke kommer pa plads, kan man med god ret sige, at
symmetrigruppen er C.

2) Laeseren skal selv eksperimentere her, sa vi har lavet to fejl i de falgende figurer.
C4 C2

D> D3

Se eventuelt http://www.scienceu.com/geometry/handson/kali/
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Her kan du bare trykke pa den gnskede symmetrigruppe og fa god teknisk stgtte til at lave egne
rosetter.

D12
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Kapitel 12 Problemlgsnings- og reesonnementskompetence
Dvelse 4

Da gitterpunkterne pa trekantpapir fire og fire sidder sammen i romber, og hele papiret faktisk kan
ses som en projektion af kvadratisk papir og altsa ogsa et sembraet, ma der gaelde akkurat samme
formel som i Picks teorem, bortset eventuelt fra en faktor der skyldes forskelligt areal af den
grundleeggende enhed.

Men hvis vi siger, at den grundleggende rombe i trekantpapiret far areal lig 1, sa galder Picks
teorem uzndret ogsa for trekantpapir.

| det hele taget er Picks teorem invariant over for parallelprojektion, sa der vil — bortset fra en
konstant faktor, der har at gere med arealenheden — geelde et Picks teorem pa alt papir, der bygges
op af kongruente parallelogrammer.

@velse 5

Det er nok problemlgsningsstrategi 3, der er den mest oplagte at ga i gang med. For den enkleste
lignende situation er en enkelt linje, der klart deler papiret i to omrader.

Tegner vi nu en ny linje, der skeerer den farste, far vi fire omrader.

En tredje linje, der skarer begge de to forste i forskellige punkter, ma bidrage med yderligere tre
omrader, sa vi nu nar op pa 7.

Saledes kan vi fortsatte, og hvis vi har fundet svaret for 9 linjer, sa kan vi overveje, hvor meget den
tiende linje vil tilfare af yderligere omrader:

Forestil dig at du kommer langt udefra ad linje 10, indtil du farste gang mader en af de 9 linjer. 1
samme gjeblik vil du have afsngaret et vinkelformet omrade ud mod uendelig.

Og nar du mgder den naste linje vil du igen have afsngret et omrade begranset af farste linje,
linjestykket fra forste til anden linje og endelig turen ud af anden linje.

Snart indser du at den tiende linje saledes bidrager med 10 nye omrader, idet du ogsa far et sidste
og tiende med, nar du forlader den sidste linjeskering.

Taenkes det hele igennem ser du, at den farste linje gav to omrader, men derefter giver den n’te linje
n nye omrader, og sa har du lgst ikke blot det oprindelige problem med 10 linjer, der giver 2 + 2 + 3
+4+5+6+7+8+9+ 10, men ogsa ethvert lignende problem. Selvfalgelig kunne det veere rart
her at have en simpel formel for 1 + 2 + 3 + ... + n, men det bliver sa en ny problemstilling at lgse.
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@velse 9

Det er Ar= %Rt + It— 1, som vi sgger at bevise.

Kaldes antallet af sam som elastikken mellem P og Q rarer ved for c, sa kan vi bestemme antallet af
randsgm pa vores trekant som a + b + ¢ + 1. Vi har altsa Rt =a + b + ¢ + 1. Da vi i rektanglet
havde R = 2a + 2b, og vi nu har 2Rt = 2a + 2b + 2¢ + 2, far vi R= 2Ry — 2¢ - 2.

Antallet af de indre sem | i rektanglet er (det dobbelte af de indre sem i trekanten T) + c, altsa
| =2l +c.

Endelig har vi, at arealet af trekanten er det halve af rektanglets areal Ay = %2A eller A=2 Ar.

Vi setter nu de tre formler, vi har fundet R = 2Rt — 2¢ -2, 1= 2It +c og A=2Ar ind i Picks formel
for rektanglet, som vi jo har bevist i seetning 1: A=%R + 1 -1.

Nu haber vi blot, at Picks formel for trekanten kommer ud i den anden ende. Vi praver:
A =%R + 1 -1 bliver ved de tre indsattelser ensbetydende med

2A1 =%(2Rt — 2c — 2) +(2I + ¢) — 1 som er ensbetydende med

2Ar= (Rt —c—1) + (2It + ¢) — 1som er ensbetydende med

2Ar =Ry + 211 — 2eller

Ar=Y%Rr1 + I - 1, hvilket skulle bevises.

@velse 10

Tegn selv en vilkarlig skav trekant T pa et sembraet og omskriv den tet med et akseparallelt
rektangel R, hvilket i den generelle situation betyder, at R kommer til at besta af T samt tre
akseparallelle retvinklede trekanter 1, 2 og 3.

Picks teorem for rektanglet har vi bevist, og det lyder A= %2R+ | — 1.

Men vi har ogsa vist Picks teorem for de tre akseparallelle trekanter 1,2 og 3, og de hedder med
indlysende notation:

A=%R +11—-1
A=YoR, + 101
As=%R3+ 151

Vi gnsker sa pa snedig vis herfra at argumentere for den formel, vi er ved at bevise:
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Ar=%Rr+1Ir -1

Ved betragtning af vores figur ser vi, at hele arealet A bestar af de fire trekanters areal, altsa at
A=A+ A+ As+ Ar eller Ar=A-(A1+ A+ Ay).

Erstatter vi nu med hgjresiderne i alle vores formler, far vi:

Ar=A-(Ar+ A+ Ag)= (%R +1-1)— (%R + i =1+ %Ry + I, — 1+ Y%Rs + I3 —1) =
Yo(R—Ry— Ry — Rg) +(I = Iy — I — I3) + 2

Vi har altsa ved ren talmanipulation uden megen geometrisk omtanke nu opnaet at vise

(1) Ar=%(R-Ri =Ry —R3) +(I1 = Iy = I — I3) + 2

Vi ma sa habe, at vi med nogle geometriske overvejelser kan na frem til, at hgjresiden bliver
Rt +17-1.

Her bliver der ligesom i gvelse 3 nogle mellemregninger, der skal holde gje med de indre sem i
rektanglet, som kommer til at blive randsgm pa trekant T’s sider. Lad os sige, at der er hhv.cy, ¢, og
c3 sadanne indre rektangelsem, som ligger pa de indre sider af hhv. trekant 1, 2 og 3 (hvilke tre
sider tilsammen ogsa bliver T’s sider).

Sa bliver det samlede antal indre sem | i rektanglet lig summen af de indre sem i de fire trekanter,
der udgar rektanglet plus c; + ¢, + c3, formelt opskrevet | = It + I3 + I, + I3+ ¢ + €, + C3, eller mere
interessant for os:

| =1y — Iy — I3= It + ¢y + Cp + c3, der ogsa kan skrives | — 13 — I, — I3 = I + Ry — 3, idet Rt = c1+ ¢,
+ c3+3. Vi har altsa:

(2) I-li-lb-l3=Ilt+Rr—3

Det ligger lige for at skulle indsette (2) i (1), men farst vil vi lige gere det samme med
randsgmmene. Hvis vi leegger alle randsgmmene i de tre trekanter 1,2 og 3 sammen, far vi langt
flere randsgm end i rektanglet, idet vi far ssmmene ci+ ¢, + camed. Hvis vi fintaeller, hvor tit vi far
hjernesemmene i trekant T med, far vi faktisk

Ri+Ry+R3=R+ci+co+c3+3=R + Ry, idet Ry =c1+Cco +c3 + 3.

Dette betyder, at

(3) R-R1-R2-R3)=-Rr.

Nu er alt klart til, at vi kan indsatte (2) og (3) i (1), hvilket giver:

Ar=-2%Rr + It + Ry — 3+2, hvilket er ensbetydende med
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Ar=Y% Rt + I7 =1, hvilket skulle vises.

Laeseren kan finde argumentet langt, men det er af den slags, det er muligt at pusle sig frem til med
lidt hjeelp, hvis man har tid nok og lyst.

@velse 15

Hvis vi falger hintet i gvelse 15 ser vi altsa pa et par trekanter som pa figur 11 pa side 204 i
leerebogen. Vi lader B’ vaere midtpunktet af siden AB og vi lader vinklen ved B’ vere lige sa stor
som vinkel B.

Da vinklen oppe ved A = A’ er den samme i de to trekanter ABC og A’B’C’ og vinkelsummen i
enhver trekant er 180 grader, ma ogsa den sidste vinkel i de to trekanter C’ og C vere lige store. De
to trekanter er altsa ensvinklede og har dermed et konstant forhold mellem deres sider.

Men vi har netop lavet det sa forholdet mellem A’B’og AB er 1:2. Derfor er forholdet mellem A’C’
0g AC ogsa 1:2, og dermed er A’C” altsa en midtpunktstransversal.

Da vinkel B’ er lig med vinkel B, er midtpunkttransversalen parallel med grundlinjen BC og
forholdet mellem dem er det samme som for de gvrige sider nemlig 1:2, s& midtpunktstransversalen
er altsa halv sa stor som grundlinjen.

@velse 16

Tegner vi AC ser vi, at PQ er midtpunktstransversal i trekant ABC og derfor parallel med AC.
Samme argument kan vi lave i den nedadhangende trekant ADC, hvor vi sa far, at SR er parallel
med AC. Men to linjer, der er parallelle med samme tredje, er indbyrdes parallelle: PQ er altsa

parallel med SR.

Traekkes diagonalen BD, kan vi udfere akkurat samme argument pa de to nye trekanter der hermed
opstar og fa at PS er parallel med QR. Vi har alt i alt bevist, at PSRQ er et parallelogram.

Man kan hurtigt se, at PSRQ kun ved et tilfeelde ligner et rektangel pa vores figur. Tegner man hele
konstruktionen i et dynamisk geometriprogram, ser man, at sa snart man traekker fx D til venstre, sa
ophgrer vinklerne i PSRQ med at veere rette.
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@velse 17

A

D C

Lad AE og BD vare medianer som skarer hinanden i F. Da DE er en midtpunktestransversal er den
ifelge gvelse 15 parallel med og halvt sd stor som AB. Hermed bliver ~EDB og ZABD
ensliggende vinkler ved parallelle linjer og er derfor lige store, ligesom ZEAB og ZAED er det.

Da ydermere der ligger to ens topvinkler ved F, far vi, at trekant FED og FAB er ensvinklede og
dermed har samme forhold 1:2 mellem alle sider som der er mellem siderne ED og AB. Hermed er
vist, at skeeringspunktet F deler medianerne i forholdet 1:2.

Hvis vi erstattede medianen AE med medianen fra C ned pa siden ¢, sa ma denne tredje median
0gsa ga gennem F, for vi har netop vist, at to medianer skarer hinanden i forholdet 1:2, og de kan
kun ske ved at ga gennem F.

Som et sideresultat far vi saledes, at de tre medianer skeerer hinanden i et og samme punkt, der i
gvrigt er tyngdepunktet for trekant ABC, hvis den laves i pap eller et andet homogent materiale.



Kapitel 13 Konkrete og virtuelle manipulative materialer

Ingen lgsningsforslag
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