KOMBINATORIK

Dette er et supplerende kapitel til leerebogen stokastik 1.-10. klasse. Bogen
kan laeses uden reference til indholdet i dette kapitel, men da man som-
metider baserer arbejdet med sandsynlighedsregning kraftigt pa klassisk
kombinatorik, har forfatterne fundet det rimeligt at give serligt interesserede
matematikhold denne valgmulighed.

Kombinatorik er kort fortalt ‘kunsten’ at lave opteellinger. Ordet kombi-
natorik blev introduceret af Leibniz i midten af 1600-tallet som betegnelse
for det at lave systematiske opteellinger af muligheder. Han havde undret sig
over, hvorfor summerne 9 og 10 ikke forekommer lige ofte, nar man kaster
to terninger. Han konstaterede, at der er to muligheder for at fa 9, nemlig
3+ 6 0g 4 + 5, og at der ogsa er to muligheder for at fa 10, nemlig 4 + 6
og 5 + 5. Men hvorfor forekommer de to summer sa i praksis et forskelligt
antal gange, nir man spiller? (http://www.matheprisma.uni-wuppertal.de/
Module/Kombin/introl.htm).

Qvelse 1

Kan du finde en forklaring pa Leibniz’ problem?

Der var en vedvarende uoverensstemmelse med det resultat, man fik i prak-
sis, og det Leibniz taenkte sig til. Og da praksis ikke vedvarende kan vaere
forkert, mé fejlen findes i den made Leibniz teenkte pa! Man kunne for ek-
sempel sporge, om Leibniz har ret i, at der er to muligheder for at sla bade 9
0g 10? Det er den slags overvejelser, man beskeftiger sig med i kombinatorik.

Kombinatorik har en neer tilknytning til sandsynlighedsregning i forbin-
delse med spilsituationer. For der kan sandsynlighederne fastlaegges efter
det, vi har kaldt Laplaces princip (jf. kapitel 5 i stokastik-bogen):

“Laplaces Princip: Serg sa vidt muligt for, at de n udfald i eksperimentet
klart er symmetriske og dermed lige sandsynlige, s& er sandsynligheden
for hvert enkelt udfald 1. Sandsynligheden for en haendelse, der bestar
af m af udfaldene, er lig med 2t ”
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Problemet med at benytte Laplaces princip er, at man skal kunne finde,
hvor mange mulige udfald, der er af et eksperimentet, hvis de skal vere
“klart symmetriske og dermed lige sandsynlige”. Det er her, vi far brug for
kombinatorik, der bidrager med metoder til at taelle meengder, som det er
uoverkommeligt eller meget besverligt at optalle direkte.

Det er malet med kapitlet, at leeseren efter at have arbejdet det igennem:

- Kan anvende additionsprincippet og multiplikationsprincippet i optael-
lingsproblemer.

- Kender den klassiske opdelingen af opteellingsproblemer i fire kategorier
alt efter, om udveelgelsen af elementer foregér med eller uden tilbagelaeg-
ning, og om der tages hensyn til ordningen af elementerne.

- Kende til nogle af de mange optellingssituationer, der ikke falder ind
under en af de fire kategorier.

QOvelse 2

Hvis man fx slar med to terninger, kan de mulige resultater angives
som et ordnet par, hvor forstekomponenten angiver resultatet af den
ene terning, og andenkomponenten angiver resultatet af den anden
terning.

1) Find pa den made, hvor mange forskellige muligheder der er i alt.

2) Hvad nu hvis det er en ment, der skal kastes to gange, hvor mange
muligheder er der sa?

3) Pa hvor mange forskellige mader kan man klede sig pa med fem
forskellige skjorter, 4 forskellige par bukser og tre forskellige par sko?

Resultaterne til spargsmalene i gvelse 2 kan bestemmes ved udregninger af
kombinatorisk art. Fx har hver terning 6 forskellige udfald, og hvert udfald
pé den ene terning kan frit kombineres med hvert af de 6 udfald pa den
anden terning. Der er derfor 6 - 6 = 36 muligheder. Folgende eksempel
benytter til dels samme tankegang.
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Eksempel 1

Bestem antallet af trecifrede tal, der kan skrives med cifrene 1, 2,
3,...,9.

Forestil dig, at du skal opskrive trecifrede tal ved udelukkende at be-
nytte cifrene 1, 2, ..., 9. P4 hundredernes plads kan man frit veelge
mellem alle ni cifre, pa 10ernes plads er der ligeledes mulighed for at
skrive alle ni cifre, ligesom alle ni kan benyttes pa enernes plads. Der
ma derfor vaere 9 - 9 - 9 = 729 forskellige tal.

Hvad nu hvis man vil have, at de tre cifre skal vaere forskellige?

Hundrederne kan veelges frit blandt de ni cifre. Tierne kan frit veelges
blandt de otte cifre, der ikke allerede er i brug, dvs. pa otte mader,
og enerne kan velges blandt de syv cifre, der ikke er benyttet endnu.
Der er derfor 9 - 8 - 7 = 504 muligheder, hvis de tre cifre skal vaere
forskellige.

Eksemplet ovenfor illustrerer det ene af to grundleggende principper i
kombinatorik, multiplikationsprincippet.

Multiplikationsprincippet for kombinatorik

Hvis et kombinatorisk problem P kan optzlles til p mader og et andet,
af P uatheengigt, kombinatorisk problem Q kan optelles til g mader, da
kan det kombinatoriske problem (béde P og Q) optzlles til p - ¢ mader.

Qvelse 3

Forklar, hvorledes multiplikationsprincippet er benyttet i eksempel 1.

Multiplikationsprincippet kaldes ogsa for bdde-og-princippet. Den sprogbrug
kommer af, at i de tilfeelde, hvor princippet kan bruges, kan den samlede
udvelgelsesproces deles op i to eller flere indbyrdes uatheengige delprocesser,
som alle skal gennemlgbes. I ovelse 2 skal der siledes kastes to terninger.
Man er derfor interesseret i antallet af muligheder, nar bdde den forste og
den anden terning kastes.
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Der er imidlertid ogsa situationer med antalsbestemmelse, hvor multiplika-
tionsprincippet ikke kan bruges. Forestil dig et spil, der gér ud p4, at man i
blinde vaelger enten en almindelig terning eller et dodekaeder (en ‘terning’
med 12 sider), hvor siderne er meerket med tallene fra 1 til 12. Man kan da
fd noteret resultatet som T1, T2, ..., T6 eller D1, D2, ..., D12. I det tilfeelde er
der &benlyst ikke 6 - 12 =72, men 6 + 12 = 18 mulige udfald. Det princip, der
ligger til grund herfor, kaldes additionsprincippet eller enten-eller-princippet.
Det kan formelt formuleres saledes:

Additionsprincippet for kombinatorik

Hvis et kombinatorisk problem P kan optzlles til p méder og et andet,
af P uathaengigt, kombinatorisk problem Q kan optzlles til ¢ mader,
da kan det kombinatoriske problem (enten P eller Q) opteelles til p +
q mader.

QOvelse 4

I en iskiosk kan man fi ‘gammeldags’ isvafler og veelge mellem 9 slags
is, syltetoj eller 3 slags drys.

Hvor mange forskellige is kan man kebe, hvis der er én kugle is i
vaflen?

Hvor mange forskellige is kan man fa med to kugler is?
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Overvej/diskuter 1

I en reguler trekant (dvs. en ligesidet trekant) er der 0 diagonaler. I
en reguleer firkant (dvs. et kvadrat) er der 2 diagonaler. Hvor mange
diagonaler er der i en reguler 5-kant? I en reguleer 6-kant? I en reguleer

n-kant? Los opgaven.

Se pa figur 1 hvordan en elev fra 8. klasse har lost opgaven; vurder
den. Er der strategier i denne lgsning, som andre i klassen kunne fa

gleede af?

Udfyld resten af skemaet:
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Overvej/diskuter 2

Vi har nu navngivet to principper i kombinatorikken: multiplikations-
princippet og additionsprincippet. Ssmmenhold disse principper med
sandsynlighedsregningens mutiplikationsprincip og additionsprincip
(i kapitel 5 og 6 i stokastik-bogen) for at atklare, om de maske i virke-
ligheden har fat i ssamme sagsforhold. Skriv en kort redegorelse for det,
idet du fx starter med at analysere et konkret eksempel som sandsyn-
ligheden for at fa 2 eller 4 i kast med en terning og sandsynligheden
for, at begge terninger viser 5 i kast med to terninger.

Ovelse 5
I Danmark har vi megnter med 50 ere, 1kr., 2 kr., 5kr., 10 kr. og 20 kr.

I det folgende problem ser vi bort fra megnter med en vaerdi under en
krone, dvs. 50-gren er ikke med i problemet.

Et belob pa 2 kr. kan betales som én 2-krone eller som to 1-kroner.

Et belob pé 3 kr. kan betales som tre 1-kroner eller én 1-krone og én
2-krone.

Hvor mange mader kan man betale et belob pa 4kr.? 5kr.? 6kr.? 10 kr.?

De foregaende ovelser er alle eksempler pa kombinatoriske problemer, som
et stykke hen ad vejen kan lgses med ad hoc-metoder. De to forste ovelser
kan ogsé loses generelt uden alt for store problemer, hvorimod den sidste
ovelse kreever en del, hvis den skal lgses generelt.

Qvelserne illustrerer meget godt det brede spektrum af problemer, der falder
ind under samlebegrebet kombinatorik. Nogle kombinatoriske problemer
bliver hurtigt meget komplicerede, men der findes en raekke problemer, der
lader sig analysere inden for rammerne af den matematik, vi har til radig-
hed, og som ogsé kan veere til hjelp, nar vi sidenhen skal benytte Laplaces
princip i forbindelse med sandsynlighedsregning.
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I stokastik-bogen ger vi brug af chancetraer for at anskueliggere proble-
merne. I analogi med chancetreeerne kan man ofte anskueliggere kombi-
natoriske problemer med et twlletree.

Eksempel 2

I skolen har man traditionelt arbejdet meget med problemstillinger
som denne: “Fra en pose med 3 hvide og 5 rede kugler traekkes 2
kugler. Hvor mange méder kan det gores pa.”

Umiddelbart lyder problemet fredeligt, men som vi skal se i dette
eksempel, er der plads til adskillige fornuftige fortolkninger. Hvis
problemet skal danne udgangspunkt for en forstaelse af kombinatorik
i skolen, er det ngdvendigt at veere bevidst om, hvilken fortolkning

man arbejder med.

Den forste og formentlig mest umiddelbare fortolkning er: Kuglerne
kan enten vaere rode eller hvide, der er derfor tre forskellige mulighe-
der, nemlig rod-red, rod-hvid og hvid-hvid.

Anden fortolkning er, at kuglerne treekkes én ad gangen. Vi kan derfor
tale om en forste og en anden kugle. Nar der saledes er forskel pa kug-
lerne, bliver konklusionen, at der er tale om fire forskellige muligheder:
rod-red (RR), red-hvid (RH), hvid-red (HR) og hvid-hvid (HH).

Tredje fortolkning baserer sig maske pé en erfaring, der forteller os, at
ikke alle kombinationerne RR, RH, HR og HH forekommer lige ofte
i et eksperiment. De optraeder derfor ogsa med forskellig sandsynlig-
hed. Skal vi beregne disse sandsynligheder, kommer problemet til at
handle om, hvor mange forskellige mader de forskellige kombinationer
kan fremkomme pé. Til det formal kan det maske veere en fordel at
forestille sig, at man kan kende forskel pa kuglerne af samme farve
(de kan fx have forskellige numre).

Ikke nok med at der er en tredje fortolkning, denne fortolkning
har ogsa flere svarmuligheder, alt efter om vi regner med, at kuglerne
veelges med eller uden tilbagelaegning. Der er fire sidanne muligheder:

KOMBINATORIK - 7



Mulighed 1
Velger vi de to kugler, én ad gangen og uden tilbageleegning, kan
udveelgelsen illustreres ved et telletree.

Rad

/4/’

3

Red

Hvid

start

Rad

N 5 —w
Hvid

— 2

Hvid

Figur 2.

Vi kan derfor bestemme, at:

udtreekningen RR kan ske pa 5 - 4 = 20 mader,
udtraekningen RH kan ske pa 5 - 3 = 15 mader,
udtreekningen HR kan ske pa 3 - 5 = 15 mader og
udtreekningen HH kan ske pa 3 - 2 = 6 mader.

Mulighed 2

Hvis vi derimod blot er interesseret i udtreekninger, der resulterer i et
bestemt antal rode kugler, som i fortolkning 1, er svaret, at antallet af
mulige udtraekninger der resulterer i:

2 rode kugler, dvs. RR bliver 20,

1 rod kugle, dvs. RH eller HR bliver 30,

0 rode kugler, altsd HH bliver 6.

Mulighed 3

Hvis udtraekningen af kuglerne foregar med tilbagelaegning, dvs. man
treekker én kugle ad gangen og legger den udrukne kugle tilbage i
posen, inden kugle nummer 2 traekkes, bliver teelletreeet:
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Udtraekningen:

RR kan ske pa 5 - 5 = 25 mader,
RH kan ske pa 5 - 3 = 15 mader,
HR kan ske pa 3 - 5 = 15 mader og
HH kan ske pa 3 - 3 = 9 mader.

Mulighed 4

Hvis vi derimod atter blot er interesseret i, hvorvidt udtreekningerne
har preecis 0, 1 eller 2 rode kugler, er svaret, at antallet af muligheder
for at fa:

2 rode kugler er 25,

1 rod kugle er 30 og

0 rode kugler er 9.

Qvelse 6
Gor rede for, hvorledes multiplikations- og additionsprincippet er
benyttet i det foregaende eksempel.

Ovenstdende eksempel viser, at der er to forhold, der spiller en rolle:

— skal udveelgelsen forega med eller uden tilbageleegning?

- betyder det noget, hvilken raekkefelge udtraekningen sker i, eller er man

blot interesseret i sammensetningen af udvalget (fx preecis 1 rod kugle)?

Disse sondringer kommer til at veere centrale i det kommende afsnit.

UDVALGELSE

I dette afsnit skal vi se neermere pa de fire muligheder fra eksempel 2. Vi skal
analysere udtreekning/udvzelgelse, hvor reekkefelgen er af betydning, sakaldt
ordnet udvelgelse, og udveelgelse hvor reekkefolgen ikke er af betydning,
sakaldt uordnet udvelgelse. Og vi skal i begge situationer se pa udvelgelse
med og uden tilbageleegning.
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Hvis man tenker pé en tipskupon som en udvelgelse af et af symbolerne
1, X eller 2 for hver af de 13 kampe pé kuponen, er det ikke ligegyldigt, om
man har valgt 1X2212XX121XX eller 12XXX221XX112, selv om begge
‘reekker’ indeholder det samme antal 1ere, 2ere og Xer. Tipskuponen er en
situation, hvor reekkefolgen af udvelgelserne spiller en rolle. Lotto, hvor fx
7 kugler udtraekkes uden tilbageleegning fra 36 kugler nummereret fra 1 til
36, er derimod et eksempel pa et spil, hvor reekkefolgen ikke har betydning.
Hvis man har spillet pé tallene 2, 3,5, 7, 11, 13 og 17, vil man have 7 rigtige,
hvis det er disse 7 tal, der bliver udtrukket af spillemaskinen, uanset om
de udtraekkes i raeekkefolgen 3, 17, 11, 13,7, 2, 5 eller 17, 13, 11, 7, 5, 3, 2.

I situationer med ordnet og uordnet udvzelgelse kan det ske, at man har
mulighed for at udvalge det samme element mere end én gang, men det
kan ogsa ske, at man ikke ma udvealge et element mere end én gang.

Man kan taenke pa tipskuponen, som om man for hver kamp skal valge ét
af tegnene 1, X eller 2. For hver kamp kan man vealge mellem alle tre tegn,
og udvelgelsen af de 13 tegn, der tilsammen udger en tipskupon, tillader
derfor gentagelser. Man kalder det en udvelgelse med tilbageleegning ud
fra en forestilling om, at den mengde, hvorfra tipstegnene valges, er den
samme hver gang. Man har ikke fjernet de tegn, der tidligere métte veere
udvalgt. (Populert sagt: 1, X og 2 ligger i en skal pa bordet, nar man har
valgt og noteret et tegn, laegges det tilbage i skalen).

I spillet roulette foregar udvelgelsen ved, at en lille kugle falder til hvile pa
en roterende skive med sma felter. Der er 37 felter, nummereret 0-36. I hvert
spil pé rouletten er det den samme skive og den samme kugle, og derfor
er der i hvert spil de samme muligheder. Man vil ogsa referere til rouletten
som en udvelgelse med tilbageleegning, selv om det méske ikke er sa oplagt
at teenke pa en meangde, hvorfra man eventuelt kunne have fjernet noget
fra spil til spil. Metaforen ‘tilbagelaegning’ skal man derfor ikke fortolke for
hardt som en fysisk handling.

Tilsvarende taler man om udvelgelse uden tilbageleegning, hvis man ikke

tillader genbrug af de allerede udvalgte elementer. Lotto er et eksempel pa
en udvelgelse uden tilbageleegning.
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Ordnet udveelgelse uden tilbagelaegning

I dette afsnit skal vi se pa udvealgelse, hvor raekkefolgen er af betydning,

og hvor vi ikke tillader, at det samme ‘element’ veelges mere end én gang.
Qvelse 7

Forestil dig, at du har fire brikker med farverne R(ed), B(1a), H(vid)
og G(ul).

Du skal velge tre brikker uden tilbageleegning og laegge dem pa en
raekke. Opskriv alle mulige raekkefolger for udvealgelsen af tre af de
fire farver.

Hvor mange muligheder er der?

Eksempel 3

Lad os forestille os, at vi har 15 bogstaver a, b, c,d, e, f, g, h, i,j, k, |,
m, n, o og skal bestemme, hvor mange ‘ord’ med fire forskellige bog-
staver, man kan danne.

Nér man skal danne ‘ord’ pa denne made, er rakkefolgen af bogsta-
verne af betydning.

Det forste bogstav kan frit veelges blandt alle 15 bogstaver.

Det andet bogstav kan frit veelges blandt de 14 bogstaver, der endnu
ikke er brugt.

Det tredje bogstav kan frit veelges blandt de 13 bogstaver, der endnu
ikke er brugt.

Det fjerde bogstav kan frit vaelges blandt de 12 bogstaver, der endnu
ikke er brugt.

Man kan derfor benytte multiplikationsprincippet til at beregne, at
der kan dannes 15-14-13-12 =32.760 forskellige ord.

Dette tal kaldes antal permutationer af leengde 4 fra 15 elementer, og
man skriver kort P(15,4).
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Eksempel 4

Vi ser pa et ‘sportsspil, hvor vi blandt 25 deltagende hold skal geette
pa, hvem der kommer pa 1., 2. og 3. pladsen. Den teoretiske veerdi for
antal forskellige udfald af spillet beregnes som P(25,3) = 25-24-23 =13.800.

For at angive en god formel for antal permutationer, behever vi lidt notation.

Hvis n er et naturligt tal, defineres symbolet n! (leses: n fakultet) som
n'=n-(n—1)-(n—2)-....3-2-1 dvs. 10! = 10-9-8.7-6-5-4-3-2-1 og
271=127.26-25-24-...-5-4-3-2-1.

Hvis vi fx ser pa beregningen af P(15,4) =15-14-13-12, kan man taenke
pa 15-14-13-12 som starten af en endnu lengere udregning 15-14-13-
12:11-10-...3-2-1, dvs. 15! Men s& ma man huske bagefter at dividere
11-10-...-3-2-1 veek igen:

15-14-13-12-11-10-9-...-3-2-1

P(15,4)=15-14-13-12 = 1709301

Umiddelbart kunne det se ud, som om man er gaet fra en relativt simpel
beregning af 15-14-13-12 til et meget mere kompliceret udtryk. I praktisk
regning er det da ogsa langt nemmere at beregne 15-14-13-12 end den brok,
vi netop er kommet frem til. Fordelen ved breken er til gengzeld, at den kan
skrives pa en meget kort form, hvis man anvender notationen med fakultet.
Man far en formel ud af regneudtrykket i broken, som uden yderligere for-
klaringer kan viderebringes til andre, der forstar fakultetnotationen:
15-14-13-12:11-10-9-..-3-2.1 _ 15 151

P(15,4)=15-14-13-12= 11-10-9-...3-2-1 T @A

Tilsvarende kan P(100,3) skrives som:

100-99-98-97-..-3-221 100!

PQ00,3)=—g756795. 32T = (100 _3)I"

Generelt har man derfor, at antal permutationer af lengde r fra n elementer

n!
—r)"

kan beregnes ved P(n,r)= o
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QOvelse 8

1) Bestem, pa hvor mange mader man kan stille 20 cder pa en hylde
ved siden af hinanden.

2) I en fodboldturnering deltager 5 hold. Hvor mange forskellige slut-
stillinger kan turneringen teoretisk set have?

3) I forbindelse med konstitueringen af en bestyrelse, skal der blandt
5 reguleere bestyrelsesmedlemmer vaelges en kasserer og en sekretzer.
P& hvor mange forskellige mader kan dette ske?

4) Ordet kugle har fem forskellige bogstaver, og der er derfor 5! for-
skellige raekkefolger at skrive de fem bogstaver pa.

Hvor mange af disse har u som det andet bogstav _u _ _ _?

Hvor mange af disse indeholder bogstavkombinationen “le” som fx
i leguk?

5) Du har 10 forskellige perler og skal lave en lukket, ‘cirkuleer’ hals-
keede — dvs. perlerne er pa snor, og snoren er lukket med en knude til
en kreds, hvor perlerne kan bevege sig hen over knuden.

Hvor mange forskellige halsleeder kan man lave?

Forestil dig i stedet, at du skal lave en bordplan for 10 personer, 5
mend og 5 kvinder, som skal sidde ved et rundt bord. Hvor mange
forskellige bordplaner kan du lave, hvis det er et krav, at personerne
skal sidde skiftevis mand, kvinde, mand, kvinde ... ved bordet?
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Uordnet udveelgelse uden tilbagelaegning

QOvelse 9

I ovelse 7 skulle du opskrive samtlige muligheder for at laegge tre brik-
ker udvalgt uden tilbagelaegning fra fire brikker med farverne R(ed),
B(1a), H(vid) og G(ul). Der var 24 forskellige raekkefolger, nemlig:

RBH RBG RHB RHG RGB RGH
BRH BRG BHR BHG BGR BGH
HRB HRG HBR HBG HGR HGB
GRB GRH GBR GBH GHR GHB

Hvis rackkefolgen ikke leengere skal have betydning - vi kan fx forestille
os, at brikkerne ikke leengere skal ligge pa en reekke, men blot udgere
en ‘bunke’ — hvor mange forskellige udvalg er der sa?

Eksempel 5

Nedenfor er alle permutationer af leengde 3 med de fire bogstaver a,
b, ¢, d skrevet

abc acb bac bca cab cba
abd adb bad bda dab dba
acd adc cad cda dac dca
bcd bdc cbd cdb dbc dcb
Der er P(4,3)= (4%'3)| = 24 permutationer.

Huvis vi ikke er interesseret i den reekkefolge, bogstaverne star i, men
blot interesserer os for, hvilke bogstaver der er tale om, vil mange af
permutationerne deekke over den samme mulighed.

Permutationerne abc, acb, bac, bca, cab og cba dackker alle over, at
der er tale om de tre bogstaver a, b og c. Det er ikke tilfeeldigt, at der
netop er 6 permutationer, der bestar af bogstaverne a, b og c. Der er
jo 3-2.1=6mader at opskrive bogstaverne a, b og ¢ pa, eftersom det
forste bogstav kan vealges pa 3 mader, det andet bogstav kan velges
pa 2 méder, og det sidste pa 1 made.
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Tilsvarende vil de 6 permutationer abd, adb, bad, bda, dab og dba
svare til den samme udvzlgelse, nir reekkefolgen er uden betydning.

I alt vil der kun vzere tale om fire forskellige kombinationer af bogstaver,
nemlig abc, abd, acd og bcd, nar raekkefolgen ikke interesserer os, og
i listen med permutationer vil disse fire bogstavkombinationer hver
dukke op seks gange.

Antallet af mader man, uden tilbageleegning, kan velge tre bogstaver
blandt fire pa — uden at raekkefolgen tilleegges betydning — betegnes
med symbolet K(4,3) og kan beregnes ud fra P(4,3) ved:

4!
P(43) _ (4-3!_ 4

K(4.3)=557=" T3l @-3)

Mere generelt har man, at hvis man, uden tilbagelaegning, skal veelge r ele-
menter blandt #, hvor man ikke interesserer sig for den raekkefolge, elemen-

terne vaelges i, bestemmes antallet af forskellige valg ved at beregne
nl

_P(nr) _ (n-n! _ !
K(n,r)= rl ol 7(n—nr)!or!'

At formlen for K(n,r)er korrekt, kan man argumentere for ved at observere,
atde P(n,r)permutationer kan samles i grupper med hver r! permutationer

af de samme r elementer. Hver af disse r! permutationer er udtryk for den

C . o P(n,r
samme kombination, sa K(n,r) kan beregnes som %

Qvelse 10

I lotto skal man vealge syv tal, uden gentagelse, blandt tallene
1, 2, 3, .., 36.

Hvor mange forskellige lottokuponer er der?

Eksempel 6

Svaret pa ovelse 9 er, at der er netop

a4 4321
K(4,3)= (4—3)-31 11-3171-3-2-1

= 4 muligheder for at valge tre

af de fire farver, nar raekkefolgen ikke er af interesse.
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I forbindelse med brugen af formlen for K(n,r) kan tallet 0! dukke op i
beregningerne. 0! giver ikke umiddelbart mening ud fra definitionen af n!
som et produkt, men det har vist sig, at alle udregninger, man kunne have lyst
til at udfere, kommer til at give mening, hvis 0! defineres til at veere tallet 1.

Eksempel 7
A
A
- — B
A
A
\ B
A
A
e ™ B
B
A
\ B
Figur 4.

I et teelletree som det ovenfor kan man veaere interesseret i at taelle
antallet af ‘veje} der fx indeholder A praecis 2 gange. Dette kan K(n,r)
hjeelpe os til at beregne.

Ved hver forgrening i teelletraeet er der mulighed for at veelge en-
ten A eller B. Da der er tre niveauer med forgreninger i det konkrete
eksempel, kan man beskrive vejene i telletraeet ved at opremse de
valgte forgreninger i rackkefolge. Vaelger man at anskue teelletreeet
pa denne made, kommer vejene til at hedde AAA, AAB, ABA, ABB,
BAA, BAB, BBA, BBB. Hvis A skal vere valgt preecis to gange, er det
et sporgsmal, om at netop to af de tre bogstaver er A, eller med andre
ord: Netop to af de tre pladser er valgt (og besat med bogstavet A).
Antallet af mader, man kan veelge 2 ud af 3, nér raekkefolgen ikke har
betydning, er netop K(3,2) = 3.
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Qvelse 11

K(n,r) kan beregnes nemt ved hjelp af lommeregner, regneark eller
matematikprogram. I regneark har man kommandoen “kombin” og i
GeoGebra rader man over “nCr”.

Beregn K(10,5), K(33,7), K(100,45) med det hjelpemiddel, du fore-
traekker.

Bestem K(10,0) + K(10,1) + K(10,2) + ... + K(10,10).

Bestem K(#,0) + K(n,1) + K(n,2) + ... + K(n,n) for forskellige veerdier
af n. Er der et system?

Qvelse 12

I stokastik-bogen arbejder vi lidt med Pascals trekant. For fuldsten-
dighedens skyld, tager vi ogsa trekanten med i denne fremstilling.

1 K(0,0)
1 1 K(1,0)  K(1,1)
1 2 1 K2,0) K@21) K(2.2)
1 3 3 1 K3,0) K(3,1) K(3,2) K(3,3)
1 4 6 4 1 K(4,0) K(4,1) K(4,2) K(4,3) K(4,4)
1 5 10 10 5 1 K(5,0) K(5,1) K(5,2) K(5,3) K(5,4) K(5,5)

1 6 15 20 15 6 1 K(6,0) K(6,1) K(6,2) K(6,3) K(6,4) K(6,5) K(6,6)
Figur 5.

Pascals trekant er tydeligvis symmetrisk. Eksempelvis er K(8,3) =
K(8,5).

Hvorledes ser denne symmetri ud, hvis den skal udtrykkes i en formel
af typen K(n,r)= K(n, )?

Brug regneudtrykket for K(n,r) til at bevise denne symmetriformel.
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Man kan ogsa forklare symmetrien i Pascals trekant uden at regne,
idet man i stedet benytter et sakaldt kombinatorisk argument. Hvis
man skal argumentere for K(8,3) = K(8,5), kan man fx starte sin argu-
mentation saledes: “Nar man veelger 3 ud af 8, er der samtidig 5, som
man...” Fortset dette til en forklaring, der viser, at K(8,3) = K(8,5).

I stokastik-bogen arbejder vi ogsd med strukturen i Pascals trekant
ud fra sasmmenhangen

K(n,r) = K(n-1,r-1) + K(n-1,r), dvs. at tallet K(n,r) er summen af
sine to nabotal fra reekken direkte over.

At K(n,r) = K(n-1,r-1) + K(n-1,r) kan man med lidt besver vise ud
fra formlerne - prov det. Man kan ogsa argumentere kombinatorisk.
Man kan fx argumentere for at

K(8,5) = K(7,4) + K(7,5) ved at starte pa folgende made: “Kald de
8 elementer, vi skal vaelge fra, for a, b, ¢, d, e, f, g og h. Udvzlgelserne
kan deles op i dem, hvor a er med, og dem, hvor a ikke er med. Hvis
a er med, er der 7 andre elementer, hvorfra man skal veelge...”
Fortsaet denne kombinatoriske argumentation og prev dernaest at ge-
neralisere den til en forklaring pa den generelle ssmmenhaeng K(#,r)
= K(n-1,r-1) + K(n-1,r).

Beregn (a+b)’, (a+b)’, (a+b)*, (a+b) etc. Hvilken sammen-
haeng er der med Pascals trekant?

Hvad far man ud af at laegge alle tallene i en raekke sammen? Kan du
opstille en regel, der udtaler sig om summen af tallene i den n’te reekke
i Pascals trekant? Kan du forklare sammenhangen?

Ovelse 13

I et seedvanligt spil kort er der 52 kort - 13 hjertere, 13 ruder, 13 klor
og 13 spar.

1) Hvis man far to kort, hvor mange muligheder er der sa for, at det
kan vere 2 klor?

2) Hvis man fér tre kort, hvor mange muligheder er der sa for, at der
er tale om 3 rode?

3) Hvis man far fem kort, hvor mange muligheder er der sa for, at
man far 2 kler og 3 rode?
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Qvelse 14

Figur 6.

I gitteret pa figuren skal man finde veje af leengde 12 fra A til B. Man
ma kun bevaege sig langs gitterlinjerne.

Hvor mange forskellige veje er der fra A til B?

Ordnet udveelgelse med tilbagelaegning

I de to foregaende afsnit fik vi analyseret de situationer, hvor udvalgelserne
foregar uden tilbagelaeegning, vi mangler derfor at analysere de situationer,
hvor man tillader, at elementer udvalges flere gange undervejs, eller som vi
normalt kalder det, hvor udvzlgelsen foregér med tilbageleegning.

Eksempel 8

Hvis man ma benytte sig af cifrene 1, 2, 3, ..., 9 med gentagelser, kan
man skrive:

9.9 forskellige tocifrede tal.

9-9-9 forskellige trecifrede tal.

9-9-9-9 forskellige fircifrede tal.

Man kan tenke pa opskrivningen af tallene som en udtreekning med
tilbageleegning.

Forstil dig en pose med ni kugler, nummereret fra 1 til 9. Hvis man
treekker en kugle og lader dens talveerdi vaere enere i et tal, leegger
kuglen tilbage og treekker endnu en gang fra posen for at bestemme
tierne i tallet osv., vil man efter fx fire udtraekninger have et 4-cifret
tal, og der kan fremkomme 9-9-9-9 forskellige tal pd denne méde.
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Eksemplet ovenfor lader sig umiddelbart generalisere.

Hvis man har n elementer, hvorfra man ordnet og med tilbageleegning skal
udvelge r elementer, kan dette gores pa n-n-.-n=n" mader, idet man

r faktorer

umiddelbart kan benytte multiplikationsprincippet.

QOvelse 15

Pa en tipskupon er der 13 kampe, hvor man for hver kamp skal angive
et af symbolerne 1, X eller 2.

Argumentér for, at man kan betragte det kombinatoriske problem
at finde antallet af forskellige tipskuponer som en udvealgelse med
tilbageleegning, hvor raekkefolgen er af betydning.

Bestem, hvor mange forskellige tipskuponer man kan opskrive.

Uordnet udveelgelse med tilbagelaegning

Den sidste udveelgelsestype, vi skal se pa, er den, hvor man tillader, at et
element veelges flere gange, men i ovrigt ikke interesserer sig for i hvilken
raekkefolge valgene foregar.

Eksempel 9

I en isbod kan man kebe ‘gammeldags’ isvafler med 2 kugler, og der er
7 forskellige slags is at vaelge imellem. Umiddelbart kan man haevde, at
der kan laves 7% = 49 forskellige is. Hvis man teenker pa denne made,
vil en is, hvor forste iskugle er chokoladeis, og anden iskugle er jord-
beer, regnes for forskellig fra en is med forste iskugle af jordbeeris og
anden iskugle med chokoladesmag. Hvis man synes, at de to beskrevne
is er ‘den samme is, er det fordi, man anser reekkefolgen for ikke at
have betydning. Det er den sidste situation, der skal behandles i dette
afsnit, og svaret er ikke bare at dividere de 49 med 2, bl.a. fordi “24%
forskellige slags is”, jo ikke lyder rigtigt. Svaret kan findes ved hjeelp
af den efterfolgende sztning.
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Satning 1

Hvis man r gange vaelger blandt # forskellige elementer og udvzlgelsen
foregar med tilbageleegning, kan man opna K(n + r-1,r) forskellige
uordnede arrangementer af disse elementer.

Idet antallet af sédanne arrangementer benavnes A(#n,r) geelder altsa
formlen: A(n,r) = K(n + r-1,r).

Eksempel 10

I eksempel 9 sa vi pa, hvor mange forskellige slags ‘gammel-
dags’ isvafler med to kugler man kan lave, nar der er syv forskel-
lige slags is at vaelge imellem. Hvis vi ser bort fra reekkefolgen af
iskugler, kan vi nu fa svaret pa problemet, der er nemlig A(7,2)=
K(7+2-1,2)=K(8,2)= (8+')'2' =28 forskellige slags isvafler
med 2 kugler.

Bevis for setning 1

Vi vil i det folgende bevise setning 1, men velger forst at pree-
sentere hovedtanken gennem et eksempel, hvor vi bestemmer
A(4,5) Vi skal altsd 5 gange udvelge et af 4 elementer, som vi kan
kalde A, B, C og D. Det kan lade sig gore at vaelge 5 gange blandt
de fire elementer, netop fordi det foregar med tilbageleegning.
Da rackkefolgen ikke spiller en rolle, valger vi at skrive udveelgel-
serne op alfabetisk. Det kan fx veere AABCD, ABBDD, BBDDD...

Vi skal nu se, hvorledes tankegangen fra ovelse 14 kan bringes i an-
vendelse i det konkrete problem.
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Udvzlgelsen AABCD kan repreaesenteres som en sti i et gitter, der er
3 bred og 5 hej,

A B C D
Figur 7.

og enhver udvelgelse af fem symboler kan repreesenteres ved en sadan
sti fra A til overste hojre hjorne i det samme gitter.

BBDDD reprasenteres som
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Hvis man omvendt har givet en sti i gitteret fx

(®)
7)=

®)
1
®)

(4)

— (1) =

A B C D
Figur 9.

sd kan den umiddelbart oversattes til en udvelgelse, her BBCCD.

Der er altsa det samme antal stier i gitteret, som der er mader, man
uordnet og med tilbageleegning kan udvelge fem elementer fra meeng-
den {A, B, C, D}. Sa vi har transformeret vores problem om antallet
af udvealgelser til at vare et problem om antallet af stier i et sidant
gitter. Da enhver sadan sti bestar af 3 + 5 = 8 led, hvoraf de fem skal
std lodret, er antallet af stier lig med K(8,5). For ethvert uordnet udvalg
af fem af leddene fremkommer der nemlig en sti af den gnskede type.
Den sidst viste sti svarer til, at vi har valgt folgende fem led {2, 3, 5, 6,
8} som de lodrette, idet vi nummererer leddene i reekkefolgen fra den
forste til den ottende.

Gitterets vandrette bredde vil altid veere 1 mindre end antallet af ele-
menter (1), man veelger blandt, altsa n — 1. Det er fordi, vi identificerer
elementerne med de lodrette linjer i gitteret. Gitterets hojde svarer til
antallet af udvalgte elementer (r).

Derfor kan argumentationen i eksemplet ovenfor umiddelbart genera-
liseres til den almene situation, hvor der skal veelges r elementer blandt
n mulige, som i setning 1. For her bliver antallet af mulige arrange-
menter lig med antallet af stier fra nederste venstre hjorne til overste
hojre i et gitter af bredden n — 1 og hejden r. Og da enhver séddan sti
svarer til et uordnet udvalg af r elementer blandt stiens (n - 1) + r
led, kan det gores pa K(n + r - 1, r) mader, som havdet i saetning 1.
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Ovelse 16

Nar man ganger tal sammen, er reekkefolgen som bekendt ikke af
betydning. 2-3-3-5er det ssmme som 3-5-2-3, og i de efterfolgende
sporgsmal betragtes de som ens.

Hvis man ma bruge tal fra 1 til 10 til at opskrive gangestykker med
fire faktorer, hvor mange muligheder er der sa, hvis man mé bruge

samme tal flere gange?

Hvad nu hvis man kun ma benytte tallene én gang i gangestykkerne?

Vi kan nu sammenfatte vores resultater om udvzlgelser med eller uden
tilbageleegning, ordnet eller uordnet. Man veelger r elementer blandt n.

Med tilbageleegning Uden tilbageleegning
r P — n!
Ordnet n (1’1, 1’) (n — 1’)!
(n+r-1)! _ n!
Uordnet A(nr)= [CERal K(n,r) = (n—r)r!

Ovelse 17
Du har de 3 bogstaver a, b og c.

Opskriv alle mader, man kan repraesentere udvealgelsen af to bogstaver
pa, nar det foregar:

1) ordnet og med tilbageleegning,

2) ordnet og uden tilbageleegning,

3) uordnet og med tilbagelaegning og

4) uordnet og uden tilbageleegning.

Ovelse 18

Konstruer opgaver til hver af de fire situationer fra tabellen ovenfor,
og lad en medstuderende lose dem.
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Ovelse 19
1) I den simplest mulige version af spillet Poker far man 5 kort pé
én gang.

Hvor mange muligheder er der for at fa fire ens, nar kortene gives pa
denne made? Fire kort kaldes her “ens”, hvis de har samme palydende
veerdi, men selvfolgelig forskellige kuler, da der ellers er tale om snyd.

Man har ‘Fuldt Hus, hvis man har to ens af en slags kort og tre ens af
en anden slags, altsa fx som i figur 10.

Figur 10.

Pa hvor mange forskellige mader kan man fa ‘Fuldt Hus™?

2) Et pizzaria reklamerede med 1001 forskellige pizzaer. Lyder det
rimeligt?

Eksempel 11

Lotto

Spillet i dette eksempel er en forsimplet udgave af lotto, hvor man skal
treekke fire kugler blandt ni kugler, der er nummereret 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 og 9. Udtraekningen foregar uden tilbageleegning, og udtraek-
ningsreekkefolgen er uden betydning. Fx giver udtraekningerne 1, 2,
3,4 0g 1, 2, 4, 3 anledning til de samme vindertal.

Der er i alt K(9,4) = 126 forskellige mader at veelge fire tal pa. Forestil
dig nu, at du veelger fire bestemte tal som dem, du tror bliver vinder-
tallene, og at der efterfolgende bliver udtrukket fire vindertal - for
nemheds skyld kan vi antage, at vindertallene er 1, 2, 3 og 4.

Der er kun 1 mulighed for, at du har faet fire rigtige, nemlig hvis de
fire tal, du har valgt, er tallene 1, 2, 3 og 4.
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Der er flere muligheder for, at du har praecis tre rigtige. Hvis du har tre
rigtige, er det fordi, du pa din kupon har valgt tre af vindertallene og ét
tal blandt de fem tal, der ikke er vindertal. De tre vindertal kan valges
pé K(4,3) mader, og de forkerte tal kan vaelges pa K(5,1) méader. De to
valg er uatheengige af hinanden, sa multiplikationsprincippet giver, at
der er K(4,3) - K(5,1) = 20 mader, hvorpa man kan fa netop tre rigtige.

Preecis to vindertal kan behandles tilsvarende. Dine to vindertal skal
veelges blandt 1, 2, 3 og 4. Dette kan gores pa K(4,2) mader. Nar du har
preecis to vindertal, er det fordi du ogsa har valgt to tal blandt de 5, der
ikke er vindertal. Dette kan gores pa K(5,2) médder. Antallet af méder,
der vil give preecis to vindertal, er derfor K(4,2) - K(5,2) = 6 -10 = 60.

Tilsvarende kan man beregne, at antallet af mader, man kan fa preecis
ét vindertal pa, er

K(4,1) - K(5,3) =4 -10 = 40, og at antallet af mader, man kan fa ingen
vindertal p4, er K(5,4) = 5.

Alle kombinationer af fire tal er lige sandsynlige, sa vi kan bruge defi-
nitionen af sandsynlighed fra Laplaces princip og bestemme:

Sandsynligheden for at fa fire vindertal = 5.
Sandsynligheden for at fa 3 vindertal = {5¢.
Sandsynligheden for at fa 2 vindertal = -3=.
Sandsynligheden for at fd 1 vindertal = 5=

Sandsynligheden for at fd 0 vindertal = 3¢.
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Qvelse 20

Det svereste i kombinatorikken er ofte at afgere, hvilken teellemo-
del — om nogen - der kan anvendes. Fordel derfor fx ved lodtrakning:
multiplikationsprincippet, additionsprincippet, de fire teellemodeller
i skemaet pd s.24 og ‘ingen tallemodel’ mellem et passende antal
studerende.

Hver studerende laver en opgave til den model, han eller hun har
trukket.

Opgaverne udveksles og loses. Det diskuteres, om der var overens-
stemmelse mellem hensigt med opgaven og lesningsmodel?

KOMBINATORIK - 27




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency true
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (Adobe RGB \0501998\051)
  /CalCMYKProfile (C1H_80_2007)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 0
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness false
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Remove
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages false
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /None
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages false
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /None
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages false
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /None
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly true
  /PDFXNoTrimBoxError false
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /ENU ()
  >>
  /ExportLayers /ExportVisiblePrintableLayers
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides true
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks true
      /AddPageInfo true
      /AddRegMarks false
      /BleedOffset [
        14.173230
        14.173230
        14.173230
        14.173230
      ]
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /HighResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MarksOffset 14.173230
      /MarksWeight 0.250000
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PageMarksFile /RomanDefault
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
    <<
      /AllowImageBreaks true
      /AllowTableBreaks true
      /ExpandPage false
      /HonorBaseURL true
      /HonorRolloverEffect false
      /IgnoreHTMLPageBreaks false
      /IncludeHeaderFooter false
      /MarginOffset [
        0
        0
        0
        0
      ]
      /MetadataAuthor ()
      /MetadataKeywords ()
      /MetadataSubject ()
      /MetadataTitle ()
      /MetricPageSize [
        0
        0
      ]
      /MetricUnit /inch
      /MobileCompatible 0
      /Namespace [
        (Adobe)
        (GoLive)
        (8.0)
      ]
      /OpenZoomToHTMLFontSize false
      /PageOrientation /Portrait
      /RemoveBackground false
      /ShrinkContent true
      /TreatColorsAs /MainMonitorColors
      /UseEmbeddedProfiles false
      /UseHTMLTitleAsMetadata true
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


